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Resumo. Duarte & Oden (1996) desenvolveram recentemente uma familia de funcbes
aproximadoras, denominadas nuvens hp, capaz de aproximar fungdes com convergéncia
controlavel por parametros bem definidos e de facil manipulacdo: os parametros h e p. Essas
fungdes caracterizam-se por ter suporte esférico, denominado nuvem, centrado em pontos do
dominio arbitrariamente definidos. O tamanho das nuvens fica definido a partir da
distribuicdo dos pontos centrais de cada nuvem e das intrinsecas exigéncias de superposicao
de nuvens. Este método € isento de razdo de aspecto, e ndo requer a elaboracdo de uma
malha, diminuindo o tempo de pré-processamento. O MEC usualmente emprega uma
discretizacdo das grandezas fisicas a partir de uma malha de elementos finitos disposta sobre
o contorno do dominio do problema. Para a obtencdo da solucéo aproximada da equacéo
integral de contorno propria do MEC, no presente artigo € implementada a discretizacdo sem
malha do método das nuvens hp a problemas bidimensionais de Laplace. Resultados obtidos
da aplicacdo a alguns problemas tipicos da engenharia mecénica sdo graficamente
apresentados e confrontados as respectivas solucdes analiticas disponiveis. A anélise desses
resultados permite identificar a influéncia dos parédmetros h e p da familia de nuvens hp
sobre o erro da solucéo aproximada.

Palavras-chave: Nuvens hp, Método dos elementos de contorno, Solucdo de equactes
integrais

1 INTRODUCAO

Duarte & Oden (1996) desenvolveram o método das nuvens hp para a aproximagdo de
funcbes. Eles as aplicaram a solucdo de problemas do continuo pelo método de Galerkin. Ja
Taylor et a. (1995) as empregaram também para solucdo desses problemas, mas pelo método
de colocagéo direta na equacdo diferencial. Scremin (1998) propds, analisou e discutiu a
implementacdo bidimensional das nuvens hp na solucéo de equagdes integrais de Laplace
pelo método da colocagdo. Este artigo é uma sintese da implementacdo e de al guns resultados
al cancados neste dltimo.

O artigo comega apresentando as nuvens hp para a seguir mostrar a sua implementagéo
na equacdo integral de Laplace. Dois problemas potenciais da mecanica séo escolhidos para
exemplificagcdo do novo método e posterior andise e discussdo. Conclui-se o artigo com um
apanhado dos principais resultados atingidos ao longo da exposi ¢éo.



2 ASNUVENSHP

2.1 O método dos minimos quadrados méveis (MM QM): gerador de uma particdo da
unidade

SejaQ 0 0" n=1,2 ou 3, um dominio aberto e limitado. Qy denota um conjunto de N
pontos x, 0 Q arbitrariamente escol hidos denominados nés

Qn ={X Xprees X} 1 X, 0Q. (1)

Figura 1 - Cobertura aberta com bolas centradas nos nos.

Associa-se a Qn uma cobertura aberta finita de Q, Ty := {wa} :z ,» Fig. 1, onde:

w, ={ym " vs h} )

a=Ua,. 3

Suponhaque umafuncidou: Q - Q OO", n=1,2ou 3, deva ser aproximada e que
sdo dados seus valores u; no conjunto de nos Qy . Seja Lyu uma aproximagéo local de u para

cadapontoy O Q obtidaa partir de um conjunto de mfungdes, 7= {P} " :
(Lukx =3 atyr(x), RO (4)

Os coeficientes a(y):={a (y}
norma:

, SA0 determinados minimizando o erro na seguinte

J(a*)=iwa( y)@—iaﬁ(y) Ags W, y)@—ia(ymg, (5

a=

onde:

W,(y) =w,(y-x,)20,0y0Q e x,0Q (6)



€ uma funcdo centrada em X, e de suporte w, que pondera a influéncia da proximidade dos
nos de Qy sobre a aproximagdo em y.
A desigualdade Eq. (5) implicaque:

=§A@12WH( YIUX,)P(%,), ™

onde:
=ZWa( Y)R( X, )P (%) 8

Substituindo a Eg. (7) na Eg. (4) obtém-se:

(Lyu) x) Z¢ u—;zgp ) AMYIW, (V)P (%, ), - 9

Movendo o ponto x até y -dai 0 nome, méodo dos minimos quadrados moveis-, i.e.,
fazendo x = y nas expressdes obtidas para a aproximacao local, obtém-se as funcdes de forma
globais:

- ZZP( Y) AL YW, (y)P (x,),0y03. (10

Duarte & Oden (1996) mostraram que as funcbes dadas pela Eq. (10) gozam da seguinte
propriedade de uma parti¢éo da unidade:

im( y)=1,0y0Q. (11)

2.2 A familiadenuvenshp

Seja £, 0 conjunto do produto tensoria dos polindmios de Legendre L, s; no [ 3

Lrst :Lr(xl)Ls( XZ)Lt( XS) ,OSr,S,tSp. (12)

Seja{¢';} ::1 em Q o conjunto de funcdes obtido do MMQM a partir da base completa

k
rst=1"

de polinémios de grau menor ouigual ak, £ = {L,.}
A familia de nuvens hp, F)°, é obtida adicionando-se hierarquicamente a {¢f,} ::1
(p—k) polindmios de grau p >k multiplicados por cada uma das fungdes que compde o

conjunto {¢ ';} ::1' ou, de outraforma,

N ::{{¢ak( x)} D{¢akLr§( x} :1<a<N;0<r,st<p,rousout>k; pzk}. (13)



Duarte & Oden (1996) concluiram que familias da forma F, " sio computacional e
numericamente mais eficientes que as demais. Scremin (1998) concluiu 0 mesmo quando

implementou as nuvens hp na solugdo de equacdes integrais de contorno.

2.3 llustracéo

A seguir, Fig. 2, sGo mostradas funcbes particdo da unidade ¢(x) obtidas sobre o
a partir da

conjunto Q; :{Xi =-1+020i-1), i =l2,...,11} do intervalo Q = [—L+1]
Eqg. (10) aplicada ao conjunto £ = {1} com funcdo de ponderagdo dada pela Eq. (14).
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Figura 2 - Fungdes de uma particéo da unidade obtida pelo MMQM.
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Um raio de 0,15 é escolhido para as nuvens de tal modo que verifique as exigéncias de
coberturaimpostas pelo MMQM, conforme Duarte & Oden (1996).

Na Fig. 3 sdo apresentados 3 membros da familia F =P obtida a partir do conjunto

@i(x) ilustrado anteriormente. Esses membros si0 o resultado da multiplicagdo de polinémios
de Legendre afuncéo ¢, da particio da unidade mostradanaFig. 2.

3 IMPLEMENTACAO DASNUVENSHP A SOLUCAO DE EQUACOES
INTEGRAIS DE CONTORNO PELO METODO DA COLOCAGAO

3.1 Formasintegraisdecontorno

Seja um problema qualquer da mecanica do continuo no 0 regido pela equacio de
Laplace:

0%« 0, emQ, (15)
com condic¢des de contorno genericamente dadas por:
ru+sq=f, emrl, (16)

A representacdo integral da solucdo do problema, Egs. (15) e (16), &

U +1[qudI' :Iqumdl’ . (17)
u”=—--2LInr éasolugdo fundamental do problema:
D%u=-4, (18)

onde r é adistancia do ponto fonte x; a um ponto genérico x do contorno, e & é afuncdo delta
de Dirac no mesmo ponto fonte x;.
Tomando x; sobre 0 contorno obtém-se a equacdo integral de contorno:

$U +fugdr =fqudr . (19)
r r

3.2 Formasdiscretizadas

E comum no método dos elementos de contorno aproximar a geometria e os valores de
contorno por elementos finitos. No entanto aqui, os valores de contorno séo aproximados por
nuvens hp e a curva do contorno é exatamente representada. Faz-se necessario, portanto,
realizar as aproximagdes num dominio parametrizado, isto €, as nuvens hp so geradas sobre
0 dominio de parametrizacdo da curva do contorno, Fig. 4. Nesta implementacdo optou-se
ainda pela parametrizagcdo por trecho regular da curva. Por simplicidade, o dominio de
parametrizagdo de cada trecho corresponde ao intervalo [-1+1]. A varidvel de
parametrizacdo é designada aqui por &.

O potencia u e seu fluxo normal g aproximados por nuvens hp em cada trecho t assumem
respectivamente as formas:



Dominio fisico

Transformagéo 4

Dominio de parametrizacéo

Figura4 — Transformagdo do dominio de parametrizagdo para o contorno.
u(&)= 3 @5 (E)u; . (20)

@) (¢)a;. @

onde CDIJ. sdo fungBes membros de uma familia genérica F {*? no trecho't.

Substituindo devidamente as aproximagdes dadas pelas Egs. (20) e (21) na equagédo
integral, Eqg. 19, obtém-se aformausua HU =GQ, ou sgja:

Zzhf, E=§zg., g (22)
cujos coeficientes s30:

h =15,04 (¢ )+ [ a7l E)os (EP(ENE, (23)

o) = [Culer . E)o) (€)a(E)ae (24

3

onde i designa o ponto de colocacdo, j a nuvem no trecho, t o trecho regular do contorno, tj o
trecho regular que contém o ponto de colocagdo, T 0 nimero total de trechos regulares do
contorno, J; 0 nimero de nuvens por trecho, J(&) é o jacobiano da transformagdo entre o
dominio de parametrizac@o e o contorno, ¢, e ¢ s80 0S extremos do intervalo de integracéo,
isto é danuvem, e d € o delta de Kronecker.

As integragBes numéricas envolvidas na determinagéo dos coeficientes h; e g; seguem
aqui as formas propostas em Scremin (1998) conforme o ponto de colocacdo relativamente a
nuvem no contorno leve a um integrando regular, quase-singular ou singular.

Atendo-se as condigdes de contorno, Eg. (16), pode-se ter, conforme sgjam os valores de
r e s. condi¢des de Dirichlet, se s =0; condicdes de Neumann, ser =0; mistas se em trechos
distintos do contorno ora r =0, ora s=0; ou condigcbes de Robin se r e s ndo sdo

identicamente nulas sobre o contorno. O modo de se obter a forma algébrica, Ax=hb, da
equacao origina para qualquer condicéo de contorno encontra-se em Scremin (1998).



4 APLICACAO A ALGUNSPROBLEMASDO CONTINUO

4.1 Conducao decalor

A Fig. 5 mostra uma aleta em regime permanente de transferéncia de calor. Ela pode ser
considerada bidimensional desde que se suponha que sua largura sga muito grande. A
equacao que rege o campo de temperatura no seu interior é a equacdo de Laplace, Eq.(15). O
comprimento, L, da aleta é tomado muito grande para impor temperatura igual & ambiente na
extremidade livre. Assim, as condi¢bes de contorno para as quatro faces sdo de Dirichlet:

T(0.y)=T, e limT(x,y)=T., (25)
e de Robin:
0 -8 HO_ 9 B HO -
ka—yT§<,E§_h(T T.). e kay@g 2% h(T-T.), (26)

onde k e h sdo os coeficientes de conducdo térmica do material da aleta e o coeficiente de
convecgado térmica do meio fluido que a circunda, respectivamente.

l YA h, Te

H 00— h,T.

Pl h.T. L »l

Figura 5 - Conducéo de calor em regime permanente em uma al eta.

Nestas circunstancias a solugdo analitica do problema é dada em termos de série de
Fourier, conforme Bejan (1996):

T=T,+3 K.e™*cosA,y), 27)
n=1

onde:

nH
2k

sen a,
a +sena, cosa,

A, = 2%, atan(a,)=——, e K, =2(T,-T,) (28)

2—'2 sendo 0 nimero de Biot com base ha meia espessura da aleta.

Para que a Eq.(27) possa ser aplicada com bons resultados toma-se um valor de L
suficientemente elevado para que o fluxo de calor seja desprezivel, ou a temperatura sgja
praticamente igual a ambiente, em x = L. No exemplo adota-se, pois, Bi = 2000, L =0,02 m e
H = 0,001 m.

Nos ensaios numéricos do método proposto considera-se apenas a metade superior da
aleta aproveitando a simetria do problema. A condic¢&o de contorno sobre o plano de simetria
€ de fluxo de calor nulo. Condicéo de fluxo de calor nulo € imposta na extremidade livre, o
gue ndo afeta em nada o problema original. Na face em contato com a parede tem-se condi¢éo
de Dirichlet com T, = 100°C, e condicdo de Robin naface superior com T,, =20°C.



A temperatura e o fluxo de calor normal variam bruscamente junto a parede ao longo da
direcéo x, e deigua modo o fluxo de calor normal sobre aface colada a parede. Assim, nessas
faces s@0 propostas para comparacdo duas distribuicdes de nuvens. uma uniforme e outra
segundo uma escala logaritmica, Fig. 6, concentrando mais pontos de nuvens na regido de
gradiente elevado.

A : A : A—t A : AH——ANEN
1 -0.75 -0.5 -0.25 0 0.25 0.5 0.75 1

Figura 6 - Distribui¢&o logaritmica de pontos de nuvens.

Empregam-se nos ensaios as familias F\-%""°*** em cada face da aleta, qualquer que

segja a distribuicdo de nuvens adotada. Os erros relativos da temperatura e do fluxo de calor
normal, respectivamente ao longo do eixo de simetria e da parede resfriada, para cada uma
das familias encontram-se na Tab. 1.

k=0, p=0 k=0, p=1 k=0,p=2 k=0, p=3
I:N =16 FN =16 FN =16 I:N =16

Temperatura ao longo do plano desimetria | 3.28E-02| 1.11E-02| 4.23E-03] 1.34E-03
Fluxo de calor ao longo da parederesfriada | 3.07E-01| 1.07E-01| 7.54E-02| 6.36E-02

Tabelal— Erros relativos nanorma Hy datemperatura ao longo do plano de simetria, (x,0), e
do fluxo de calor normal ao longo da parede resfriada, (0,y).
4.2 Torcao em barrade secdo eliptica

Seja a secdo transversal de um barra de secdo eliptica mostrada na Fig. 7. A teoria de
Saint-Venant assume que a deformacéo de uma barra em torgdo pura consiste de rotagéo e
empenamento da secdo transversal. O empenamento é suposto 0 mesmo para todas as segoes
transversais da barra. Os deslocamentos correspondentes a rotacdo da se¢éo transversal so:

v, = —0zy e v, = 0zx, (29)

onde &z € o angulo de torcdo da secdo transversa a uma distancia z da origem. O
empenamento da secdo transversal € definido por:

v, =0W(x,y), (30)
onde W(x,y) éafuncdo de empenamento.
Y
e
0 >

Figura 7 - Secdo transversal de uma barra de secéo €eliptica.

Na auséncia de forgcas de campo, a funcéo de empenamento é regida pela equagcdo de
Laplace, EQ. (15). Conforme Timoshenko & Goodier (1951), uma vez imposta a condi¢cdo de
contorno para o problema, obtém-se respectivamente o empenamento e o seu fluxo normal:



b - a? J b* -a’
p=""9 y, e Zy= Xy, 31
a2 +b2 Xy ﬂ (a4y2 +b4X2)E Xy ( )

onde a, b estdo indicados na Fig. 7.

Para 0 ensaio numérico adota-se sem mais uma secdo eliptica com a=0,10m e
b=0,05m. Impbe-se a condicdo de Dirichlet, isto € empenamento conhecido sobre o
contorno. Empregam-se as familias F{3P™ e FZ%*™?. Os resultados do fluxo normal do
empenamento em fungdo do angulo @ da Fig. 7 para cada uma das familias encontram-se no
grafico daFig. 8.
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Figura 8 — Fluxo normal de empenamento sobre 0 contorno de uma segdo eliptica.

5 ANALISE E DISCUSSAO DOSRESULTADOS

Scremin (1998) mostrou numericamente que o erro relativo da solugéo aproximada up na
norma H° pode ser estimado por:

Ju =y oy < CRP oy - (39)

O efeito do parametro p sobre a solugdo obtida observados na Tab.1 estdo em
conformidade com a Eq.(38): quanto maior p menor é o erro da solucéo aproximada.

De igua modo o gréafico da Fig. 10 apresenta resultados esperados segundo a mesma
Eq.(38): o incremento do nimero de nuvens, ou, 0 que € 0 mesmo, a diminui¢do do raio das
nuvens, leva a diminuicdo do erro da solucéo aproximada. As oscilagfes observadas em torno
da solugdo exata € inerente ao grau de precisdo empregado, quer ele sgja gustado pelo
tamanho ou nimero de nuvens, quer sga pelo parametro p. Vae observar que uma escolha
adequada de pontos e de raios de nuvens poderia reduzir significativamente as oscilagoes
observadas.



A solucdo obtida com as nuvens hp é notoriamente continua, muito embora, ocorram
regifes em que 0 comportamento € repentinamente alterado devido a superposicéo de nuvens,

como pode ser bem observado naFig. 8 para a curva dafamilia F (2o P,

6 CONCLUSAO

Apresentou-se uma forma original que implementa as nuvens hp a solucéo de equactes
integrais de contorno de Laplace. As nuvens hp foram aplicadas a aproximacdo das variaveis
de contorno a partir de um dominio de parametrizagdo da curva do contorno. A simples
substituicdo da aproximagdo do potencia e do fluxo normal na equacéo integral levou aforma
discreta usual do método de elementos de contorno, HU =GQ. A solucéo final do problema
vem do sistema algébrico Ax=b que resulta da aplicacdo de quaisquer condicOes de
contorno. Aplicou-se 0 método a um problema de conducéo de calor em regime permanente e
aum outro de tor¢éo em barra para ilustracéo e anadlise do método. Os resultados comprovam
a eficiéncia do método. Deles se atesta 0 enriquecimento da solugdo aproximada pelo
incremento dos parametros p e h das familias.

Dado que sdo suficientes para 0 método a especificacdo do nimero de nuvens e de p, isto
€, Ndo é necessario elaborar uma maha, o trabalho de pré-processamento fica reduzido,
agilizando o refinamento sucessivo. Este é o aspecto relevante no método apresentado.
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HP-CLOUDS: A MESHLESS PROPOSAL FOR BEM

Abstract. Duarte & Oden (1996) devel oped the Hp-Clouds method, a family of approximating
functions which is able to approximate functions with any desired rate of convergence by two
controllable, well defined and easy handling parameters. the h and p parameters. These
functions have spherical support, named cloud, centered at arbitrary defined points that have
intrinsic necessity of clouds superposition. The Hp-Clouds method is free of aspect ratio and
needs no meshing, decreasing preprocessing time. BEM usually employs a finite element
discretization mesh disposed on the boundary of the domain. In this article the Hp-Clouds
meshless method is implemented for obtaining an approximated solution for the proper
boundary integral equation of BEM. It is restricted to two-dimensional Laplace problems.
Results obtained for some typical mechanical engineering problems are displayed against
analytical solution. Analyzing these results one identifies the influence of the h and p
parameters of the Hp-Clouds family on the approximated solution error.

Key-words. Hp-Clouds, Boundary elements method, Solution of integral equations



